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Общая характеристика работы.
Актуальность темы. Теория графов является одним из важных и ин-
тересных разделов математики. В различных областях математики, в част-
ности, алгебре, топологии, информатике возникает потребность описания
свойств тех или иных объектов на языке теории графов и использования ее
результатов, что подчеркивает значимость изучения графов и их свойств.
Одним из важнейших направлений исследований в теории графов яв-
ляется изучение хроматических чисел различных графов. Хроматическим
числом графа называется наименьшее натуральное число n такое, что граф
допускает правильную окраску в n цветов, но не допускает правильную
окраску в меньшее количество цветов.
Одним из классических результатов в этой области является теоре-
ма Брукса, доказанная в [1], которая утверждает, что хроматическое число
графа степени n, максимальная клика которого имеет мощность n, равно
n при n > 3. Это утверждение перестает быть верным, если степень графа
увеличить до n+2. B. Reed в 1998 году доказал, что для достаточно боль-
ших n степень графа в формулировке теоремы Брукса можно увеличить
до n+ 1 ([2]).
Многие исследования были посвящены обобщению теоремы Брукса
для различных классов графов, например в статье [5] теорема обобщена на
случай графа, не содержащего данного дерева на n+2 вершинах: доказано,
что в этом случае степень графа тоже может быть увеличена до n+ 1 для
любого n, при этом размер максимальной клики и хроматическое число
тоже будут равны n.
Было получено множество результатов, связывающих степень графа
и его хроматическое число с размером максимальной клики. В частности,
хотелось бы отметить статью [3], в которой доказано, что существует рас-
краска графа G степени n с ω(G) < n+1 в n цветов, в которой максималь-
ная антиклика монохроматична и результат А. В. Косточки [4] установив-
шего, что если d(G)−ω(G) ≥ min{O(rd(G)1/4), O(r2)}, то χ(G) ≤ d(G)−r.
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Немало усилий было приложено к поиску алгоритмов нахожде-
ния правильной окраски графов, например алгоритм Grotschel, Lovasz и
Schrijver для окраски совершенного графа за полиномиальное время или
алгоритм Карлоффа [6] окраски графа степени n без Kn+1.
Особое место занимает исследование сильного хроматического числа
графа, связанного с его разбиением на равномощные множества, верши-
ны которых затем окрашиваются в различные цвета. Оценки, связываю-
щие такие хроматические числа со степенью графа, были получены в [7]
и развиты в [8]. По сути эти исследования сводятся к получению оценок
на хроматические числа слоистых графов, т. е. графов, разбивающихся на
равномощные клики.
В дальнейшем, в статье [9] была получена точная оценка на степень
слоистого графа, допускающего правильную окраску в количество цветов,
равное размеру максимальной антиклики, но только для случая не более,
чем трех слоев.
Еще одним популярным направлением исследований являются иссле-
дования графов клик, в частности, графов с условием Хелли на клики
(Clique-Helly graphs). Обзор результатов по этой тематике можно найти
в [10]. В статье [11] было получено описание некоторого вида графов, ко-
торые могут быть графами клик для других графов. Оказалось, что тако-
выми являются именно те графы, которые обладают свойством Хелли для
клик. В дальнейшем этот результат был обобщен в статье [12].
Таким образом, тематика диссертации находится в русле современ-
ных тенденций развития науки и является актуальной.
Цели работы. Основной целью работы является получение оценок на
хроматические числа некоторых классов графов, связанных с размером
максимальной клики. Также в работе получен естественный критерий, поз-
воляющий определить широкий класс графов, обладающих свойством Хел-
ли для n-клик.
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Общая методика работы. В работе использовались как классические
методы исследования хроматических чисел, так и методы, разработанные
автором. Одной из наиболее существенных новых методик изучения хро-
матических чисел графов, разбивающихся на циклы, является разбиение
графа на специальные подграфы, называемые в работе орбитами, при-
мененное в четвертой главе. Постоянно применяется классический метод
чередующихся цепей. Вся пятая глава посвящена методу одновременной
перекраски — новому эффективному методу получения верхних оценок на
хроматические числа графов.
Основные результаты работы.
1. Получен новый критерий, определяющий класс графов, обладаю-
щих свойством Хелли для максимальных клик.
2. Предложен алгоритм нахождения независимой трансверсали, пере-
секающей все максимальные клики. Доказано существование такой транс-
версали для графов степени, не превосходящей n + k, при n > 2(k + 1),
где n — размер максимальной клики. Этот алгоритм применен для дока-
зательства критерия n-хроматичности графов специального вида, называ-
емых слоистыми, т. е. таких, которые разбиваются на непересекающиеся
n-клики. Оказывается, что все n-слоистые графы степени n+ k являются
n-хроматичными, если n > 3(k + 1).
3. Рассмотрены вопросы нахождения хроматических чисел
n-слоистых графов при условии отсутствия в них n + 1-клик. Полу-
чена точная оценка для трехслойных графов, получены достаточно
точные верхние оценки для пяти- и семислойных графов, а также выве-
дена общая формула для верхней оценки хроматического числа графа с
любым количеством слоев.
4. Показано применение метода, позволяющего получать новые ре-
зультаты, такие, как верхние оценки для равномерных раскрасок графов
(т. е. таких, что вершин каждого цвета поровну), оценка хроматическо-
го числа графа через количество k-критических подграфов, покрывающих
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его вершины, также получен аналогичный результат для слоистых графов.
Научная новизна. Все основные результаты диссертации являются но-
выми.
Практическая и теоретическая ценность. Работа носит теоретиче-
ский характер. Результаты работы могут быть использованы для получе-
ния верхних оценок на хроматические числа различных классов графов
в зависимости от размера их максимальной клики. Алгоритм из главы 2
может быть применен и в других ситуациях, его универсальность проде-
монстрирована в главе 3. Разбиение на орбиты, использованное в главе 4,
позволяет работать со многими классами графов, разбивающихся на цик-
лы. Методика, примененная в пятой главе, позволяет получать верхние
оценки на хроматические числа графов в различных ситуациях, некото-
рые из которых проиллюстрированы в работе.
Апробация работы. Результаты диссертации докладывались на семи-
наре по дискретной математике ПОМИ РАН и на ВосьмомМеждународном
семинаре “Дискретная математика и ее приложения” (Москва, МГУ, 2004).
Публикации. Основные результаты диссертации изложены в рабо-
тах [19] и [21], перечисленных в конце автореферата.
Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,
пяти глав и списка литературы. Нумерация разделов, формул, замечаний,
лемм, теорем и определений — сквозная. Текст диссертации изложен на 82
страницах (исключая список литературы). Список литературы содержит
40 наименований.
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Содержание работы
Первая глава диссертации посвящена графам с условием Хелли на
клики.
Введем необходимые обозначения.
Если G = (V, E) — граф, то будем обозначать через:
n(G) = |V | — число вершин G, а m(G) = |E| — число ребер;
если M ⊂ V , то G(M) — индуцированный подграф G, определяемый
множеством M ;
dG(x) (степень вершины графа) — количество ребер, содержащих
вершину x ∈ G;
d(G) (степень графа) — максимальная из степеней вершин;
ω(G) (кликовое число графа) — число вершин в наибольшей клике;
χ(G)— хроматическое числоG, то есть минимально возможное число
цветов по всем правильным раскраскам G;
χmax(d, ω) — максимальное возможное хроматическое число графа
степени d с кликовым числом ω;
G — дополнительный граф к графу G = (V,E);
L(G)— индуцированный подграфG, множество вершин которого сов-
падает с пересечением всех максимальных по мощности клик графа G;
T (G)— индуцированный подграфG, множество вершин которого сов-
падает с объединением всех максимальных по мощности клик графа G.
Kn — полный граф на n вершинах.
Базовой является следующая лемма:
Лемма 1. Пусть n(G) 6 2n − 1, а после удаления любой вершины най-
дется клика мощности n. Тогда в графе G есть клика мощности n+ 1.
Эта лемма в несколько ином виде встретилась в статье [13]. В настоя-
щем виде автору ее сообщил В.Л.Дольников. В работе приведено простое
авторское доказательство этой леммы. Из этой леммы можно вывести ряд
интересных результатов:
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Теорема 1. Пусть в графе G ω(G) = n, d(G) 6 d53ne − 1, а любые две
n-клики имеют общую вершину. Тогда и все n-клики имеют общую вер-
шину.
Это — основная теорема первой главы. Она дает оценку на степень
графа для того, чтобы в графе выполнялось свойство Хелли для n-клик.
Оценка d53ne−1— точная, в работе приведен пример графа, в котором
3n − 3bn/3c вершин и существуют три попарно непересекающиеся клики,
не содержащие общей вершины.
Обобщением теоремы 1 является следующее утверждение:
Теорема 2. Пусть ω(G) = n, d(G) 6 d53ne − 1, и задан некий набор
попарно пересекающихся n-клик. Тогда все n-клики этого набора имеют
более n/3 общих вершин.
В дальнейшем, под максимальной кликой подразумевается макси-
мальная по мощности, а не по включению, как в определении графа клик.
Во второй главе утверждения теорем 1 и 2 применяются для доказа-
тельства следующей теоремы:
Теорема 3. Пусть G — такой граф, что ω(G) = n, dG ≤ n + k, и
n > 2(k + 1). Тогда существует независимое подмножество M ⊂ V
такое, что при удалении из графа всех вершин M размер максимальной
клики уменьшится.
В работе приводится алгоритм поиска такого подмножества, называ-
емого также трансверсалью.
Приводится пример графа, показывающего точность полученной
оценки.
Из теоремы 3 можно извлечь важное следствие:
Следствие 1. Если d ≤ b32ω − 2c, то выполняется неравенство
χmax(d, ω)− 1 ≤ χmax(d− 1, ω − 1).
Это следствие дает новое соотношение между максимальным хрома-
тическим числом графа, размером максимальной клики и степенью.
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В третьей главе методы, развитые в предыдущих главах, используют-
ся для получения результата, касающегося верхней оценки хроматического
числа для графов специального вида, называемых слоистыми, т. е. такимх,
которые можно представить в виде объединения непересекающихся n-клик,
называемых слоями.
Эта задача в несколько иных терминах была поставлена Н. Алоном в
1992 году в [7]. Им была получена весьма грубая оценка на степень такого
графа, при которой граф допускает правильную раскраску в n цветов. В
дальнейшем эта оценка была существенно улучшена в статье P. Haxell [8].
В третьей главе получено неравенство, из которого будет следовать, в част-
ности, общая оценка P. Haxell, а также улучшение этой оценки на случай
небольшого числа слоев.
Определение 1. Граф будем называть n-слоистым, если его вершины
можно разбить на непересекающиеся n-клики (такие клики будем называть
слоями).
Для таких графов доказана следующая теорема:
Теорема 4. Пусть G — такой n-слоистый граф, что |V (G)| = nq,
d(G) ≤ n + k, причем (3(k + 1) − n)q < 2k + 4. Тогда G является
n-хроматичным.
Кроме того, получен новый критерий n-хроматичности графов:
Следствие 2. Пусть G — такой граф, что его вершины можно раз-
бить на непересекающиеся не более, чем n-элементные множества
A1, A2, . . . As таким образом, что внешние степени всех вершин не пре-
восходят n−13 . Тогда этот граф n-хроматичен.
Здесь внешней степенью вершины A называется степень вершины
в графе, получающемся удалением всех вершин множества, содержащего
A, кроме самой A. Теорема 4 также позволяет улучшить эту оценку для
небольших значений s.
При n 6 6 можно усилить этот результат в близком классе графов:
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Определение 2. Граф G будем называть бипарным, если его вершины
можно разбить на множества, удовлетворяющие следующим свойствам:
1. Каждое множество состоит из одной или двух вершин.
2. Любая вершина G смежна с вершинами только одного множества
кроме того, в котором она лежит.
Такое разбиение будем называть специальным.
Лемма 2. Пусть граф G, обладает следующим свойством: существует
такой остовный подграф G1, который сам является бипарным и при уда-
лении всех ребер G1 оставшиеся ребра образуют бипарный граф G2. Тогда
G является 4-хроматичным.
Из леммы 2 выводится следствие:
Следствие 3. Рассмотрим 4-слоистый граф G степени 5. Пусть по-
сле удаления всех внутренних ребер всех слоев оставшийся граф не бу-
дет содержать нечетных циклов длины более 3. Тогда граф G является
4-хроматичным.
Четвертая глава посвящена проблеме, поставленной в [18]. Она за-
ключается в нахождении хроматических чисел n-слоистых графов без
ограничений на степень, но с ограничением на мощность максимальной
клики, равную n. Сама по себе проблема трудна и тесно связана с получе-
нием верхних и нижних оценок чисел Рамсея. В работе удалось добиться
существенных продвижений. Во-первых, была получена оценка сверху для
n-слоистых графов на nk вершинах nk2 , которая оказывается достаточно
точной, как следует из следующей леммы:
Лемма 3. Для любого натурального k существует натуральное n = n(k)
и такой n-слоистый граф G′ с kn вершинами, что ω(G) = n, а
χ(G) > kn/2− (k − 1)2 ln2 n.
Полученная оценка снизу для четных k при больших n очень близка
к верхней оценке.
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Нечетный случай намного сложнее. Получаемую из естественных со-
ображений оценку n(k+1)2 , можно существенно улучшить.
Теорема 5. Пусть в n-слоистом графе G kn вершин, где k — нечетное
число, большее девяти. Пусть ω(G) = n. Тогда χ(G) 6 nk2 (1 +
1
k(k−9)).
Для доказательства применен метод разбиения на множества специ-
ального вида, называемых в работе орбитами.
Удалось получить точную оценку при k = 3.
Теорема 6. Пусть в n-слоистом графе G на 3n вершинах ω(G) = n.
Тогда χ(G) 6 58n.
В работе приведен пример, когда эта оценка достигается для любого
n, кратного пяти. Для построения примера использовались компьютерные
оценки для чисел Рамсея R3,6.
В работе были доказаны достаточно точные оценки при k = 5 и k = 7,
для получения которых также были применены результаты компьютерных
исследований чисел Рамсея:
Теорема 7. Пусть в n-слоистом графе G 5n вершин, причем ω(G) = n.
Тогда χ(G) 6 187 n.
Теорема 8. Пусть в n-слоистом графе G 7n вершин, причем ω(G) = n.
Тогда χ(G) 6 4613n.
Пятая глава посвящена новому методу доказательства верхних оце-
нок для хроматических чисел — методу одновременной перекраски. С по-
мощью этого метода получены следующие новые результаты.
Теорема 9. Пусть G граф. Даны натуральные числа a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ ak
такие, что
∑k
i=1 ai = n(G), причем длина минимального нечетного цикла
G больше ak и d(G) <
n(G)+2
ak
− 1. Тогда вершины G можно правильно
окрасить в k цветов так, что будет ровно ai вершин цвета i.
Из этой теоремы следует результат, касающийся равномерных пра-
вильных раскрасок, т. е. таких, в которых всех цветов поровну:
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Следствие 4. Пусть n и k — натуральные числа. Граф G таков, что
n(G) = nk и d(G) 6 k−1 , причем все нечетные циклы G содержат более
n вершин. Тогда его вершины можно правильно окрасить в k цветов так,
что вершин, окрашенных в каждый цвет будет ровно n.
Напомним, что граф G называется k-критическим, если его хромати-
ческое число равно k, а любой его собственный подграф k − 1-хроматичен
(см [14]). Заметим, что любой критический граф конечен в силу теоремы
Де Брейна-Эрдеша [15].
Определение 3. Пусть x — вершина графа G. Будем обозначать через
degG,k(x) количество всех k-критических подграфов G′ ⊆ G таких, что
x ∈ G′. Если k = 2, то degG,2(x) — это степень вершины x графа G.
Определение 4. Граф G будем называть (k, d)-вырожденным, если лю-
бой его подграф H содержит такую вершину x ∈ V (H), что degH,k(x) 6 d.
Тогда верна следующая теорема, доказанная в работе методом одно-
временной перекраски:
Теорема 10. Пусть G0 — подграф G и предположим, что любой подграф
H, удовлетворяющий условиям G0 ⊂ H ⊂ G, V (G0) 6= V (H) содержит
такую вершину x ∈ H − G0, что degG,k(x) 6 d. Пусть s — натуральное
число и t = max{s, χ(G0)}. Если Ck−1t > d, тогда χ(G) 6 t.
Эта теорема обобщающает классические результаты: теоремы Кени-
га [16] и теоремы Вильфа-Секереша [17].
Аналогичные идеи приложимы и к раскраскам слоистых графов.
Только необходимо несколько изменить формулировку, поскольку в сло-
истых графах достаточно много k-критических подграфов, лежащих цели-
ком или почти целиком в одном слое.
Определение 5. k-критический подграф графа G будем называть важ-
ным, если его пересечение с любым слоем содержит не более k−1 вершин.
Тогда верна следующая теорема:
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Теорема 11. Пусть в n-слоистом графе G каждое ребро, соединяю-
щее вершины из разных слоев, покрыто менее, чем Ck−2n−1 важными
k-критическими подграфами. Тогда χ(G) = n.
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